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SUMMARY
Estimation of the number of species within an unknown ecosystem
We use an extension of the generalized jackknife approach of Gray and Shucany (1972) to obtain new
nonparametric estimators for the number S of species in a ecosystem of size N known. If N is unknown it
shows a biased natural value (number of observed distinct species). A limit law is rigorously proved for it
and an estimator,            , is proposed via the asymptotic distribution. This estimator is just used to estimate
N and can be applied later to the estimators for S. The performance of the estimators for S and of the
estimator              is investigated by means of Monte Carlo experiments
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RESUMEN
En este artículo se presenta una colección de estimadores no paramétricos para el número S de
especies en un ecosistema de tamaño N conocido al aplicar una extensión del jackknife generalizado de
Gray y Shucany (1972). Cuando N es desconocido, se presenta una variable aleatoria (número de especies
observadas).  Se prueba cuál es su distribución asintótica la cuál sirve como vía para obtener un
estimador,                 , para N y poder utilizar los citados estimadores para S. La realización de los estimado-
res de S y del estimador            es investigado por simulación de Monte Carlo.
Palabras claves. Número de especies, jackknife generalizado, distribución asintótica.
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1. INTRODUCCIÓN
La estimación del número de clusters de
una población presenta un interés relevante
en el campo de la ecología. En este último,
las distintas especies que comparten un cierto
hábitat conformarían los clusters y su
número se decanta en el índice más
significativo a la hora de evaluar la
diversidad del ecosistema o hábitat citado.
Por lo general, la estimación del número de
especies se lleva a cabo mediante métodos de
captura-recaptura, siendo la referencia
clásica esencial sobre el tema SEBER (1982).
Una revisión histórica de los principales
trabajos al respecto indica que, al menos en
sus orígenes, la mayoría asumen la hipótesis
de que las probabilidades de captura son
iguales para todas las especies de la
población. La citada hipótesis es, sin duda,
muy cuestionable, buscando tan solo una
cierta manejabilidad en la búsqueda de
resultados. Muchos trabajos pioneros
utilizaron la citada hipótesis (CROWCROFT y
JEFFERS (1961), HUBER (1962), EDWARDS &
EBERHARDT (1967), BAILEY (1969),
CAROTHERS (1973)) y probaron empíri-
camente que no se sostenía en la realidad.
Posteriormente, otros autores mostraron que
los sesgos derivados de la heterogeneidad en
las probabilidades de captura podrían ser
muy elevados, comprobándose así la
infactibilidad de los resultados obtenidos a
través de la utilización de los estimadores
citados. Por ejemplo, MANLY (1971),
CAROTHERS (1973) y BURNHAM y OVERTON
(1979) llegan a evaluar la magnitud del
citado sesgo en determinados casos
prácticos, llegando a proponer, tras observar
su elevada cuantía, estimadores alternativos
mediante la ampliación de técnicas como la
del jackknife generalizado o la de Jolly-
Seber. Hoy día, la utilización de este último
tipo de estimadores que relajan la condición
de equiprobabilidad de captura se han
extendido enormemente. Pese a ello, una
buena parte de los estimadores más
populares exigen el conocimiento del tamaño
poblacional global N que influye a todos las
especies y han sido desarrollados mediante
las técnicas del jackknife generalizado. 
En el epígrafe 2 se proponen una colección
de estimadores para el número de especies en
poblaciones finitas de tamaño N (conocido)
aplicando la técnica de remuestreo jackknife
generalizado. El fin de la citada colección de
estimadores es utilizarlos también cuando el
tamaño poblacional es desconocido tras la
utilización del estimador propuesto en PRIETO
(1998, 2000), presentado aquí en el epígrafe
3, para estimar N. Es por consiguiente una
estimación en dos etapas. Nótese que, por
ejemplo, en entornos ecológicos parece
natural que no se conozca cuál es el tamaño
total de la población si el objetivo es estimar
el número de especies que constituye dicha
población. 
2. Una colección de estimadores para
el número de especies en un ecosistema
de tamaño conocido
Supongamos que una población de
tamaño conocido N está constituida por S
especies o clusters C1,C2,...CS. Definamos Tj
el tamaño de la especie Cj donde N=ÂjTj. Es
claro que donde Fi es el número de especies
de tamaño i en la población. Finalmente, si
como en otros capítulos,  Ni denota el  núme-
ro de especies representadas exactamente i
veces en la muestra y Dn el número total de
especies observadas en ella, se tiene que En
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entornos ecológicos la mayoría de los
estimadores empleados utilizan la técnica del
jackknife generalizada (j.g.) para construir
estimadores (cuasi)insesgados a partir de
otros que no lo son. Los estimadores finales
j.g. adoptan la forma (véase GRAY y
SHUCANY (1972))
donde       y        son dos estimadores sesgados
para S y R#1 es un valor real. Este último
valor de R queda abierto con el objetivo de
que pueda elegirse convenientemente de
modo que se minimice el sesgo de G. La idea
es pues obtener un estimador insesgado
(sofisticado) a partir de otros dos sencillos
fácilmente obtenibles por experimentos de
captura-recaptura. Lo más habituales por
sencillez son Sˆl = Dn (número de especies
observadas en la muestra) y
donde Dn-1(j) representa el número de
especies observadas en la muestra tras haber
eliminado la j-ésima observación en la
misma. Es claro que Dn-1(j)=Dn-1 si la
especie asociada a la j-ésima observación ha
sido observada una sola vez. En caso
contrario, Dn-1(j)=Dn. Por consiguiente,
donde N1 es el número de especies
observadas exactamente una vez. Es fácil
comprobar que eligiendo
conseguimos que G(Dn,D(n-1)) sea insesgado
para S. En lo que sigue se utilizará la
notación Sˆ = G(Dn,D(n-1)). Claramente
[1]
siendo
Puesto que Xj representa el número de
observaciones de Cj , se tiene que
de donde
[2]
Por consiguiente un primer estimador para S
viene dado por
[3]
donde q=n/N. Su desarrollo se basa en una
aproximación propuesta por SHLOSSER
(1981) (igualmente utilizada y justificada en
HAAS y STOKES (1996)) según la cual
[4]
Sustituyendo la expresión anterior en [2] se
llega a que
[5]
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1Sˆ 2S
ˆ
Los valores Tj son desconocidos como es
lógico. Aproximando cada uno de ellos por el
promedio
se llega a
De este modo,  [1] se puede expresar como
Finalmente, reemplazando S por ^S en el
segundo miembro de la igualdad y des-
pejando se llega al estimador antes citado [3]. 
Un razonamiento similar permite llegar a
justificar los distintos estimadores del
número de especies utilizados hoy en día con
mayor asiduidad en ecología (aparte del
anterior [3]). A continuación describiremos
tres de ellos que tienen una relevancia
especial. El primero parte del valor óptimo
de Z dado en [2] y reescribe [1] mediante
Identificando E(N1) como el valor observado
de esta variable y haciendo uso de [4] se llega
a
en donde, de nuevo, el sumatorio de la
derecha no puede ser evaluado. Finalmente,
sustituyendo Tj por su valor promedio
se llega a
que conduce directamente al M-estimador
[6]
tras razonar como en       
El siguiente estimador que comentamos es
del tipo jackknife de segundo orden.
Utilizando en [5] las expansiones de Taylor
siguientes (pivotando en      )
[7]
[8]
se llega a
[9]
siendo ã el coeficiente de variación de los
tamaños de las distintas especies que
componen la población. Sustituyendo [9] en
[1] se llega a la expresión
[10]
de la cual, actuando como en       y      se
deriva el nuevo M-estimador
[11]
Un enfoque alternativo en la búsqueda de
estimadores del número de especies cuando
N es conocido consiste en estimar Z en [1]
mediante la técnica de Horvitz-Thompson
(véase SARNDAL, ET AL (1992)). Para ello
obsérvese que Z adopta la forma Z=A/B,
siendo A y B sumas no observables pero que
pueden ser evaluadas ambas (o al menos una
de ellas) mediante estimadores Horvitz-
Thompson. Esto conduce a proponer
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estimadores del tipo
[12]
Denotando por f(z)=(1-q)z y g(z)=n-1zq(1-
q)z-1, es claro que 
Tan solo nos referiremos a la variante más
utilizada como botón de muestra. Estimando
B por Horvitz-Thompson se llega a que
que puede ser aproximado por
Aunque A podría ser estimada por esta
misma técnica, la citada variante, hoy
ampliamente usada, simplemente estima A
mediante la expresión ya usada anterior-
mente
La sustitución de los anteriores valores
y B^ en [12] nos lleva a 
de donde se deriva el M-estimador
[13]
Todos los estimadores presentados en este
apartado han sido propuestos para estimar el
número de clusters en una población finita de
tamaño N conocido. Nuestro interés se
centrará en cómo poder adecuar aquéllos
cuando el tamaño poblacional N es
desconocido. En entornos ecológicos es
difícil pensar en situaciones en las que
desconociendo S se conozca N. Por
consiguiente la adecuación antes citada
presenta un interés innegable. Nuestra
propuesta consiste en incorporar los tamaños
estimados, utilizando los resultados
asintóticos presentado en PRIETO (1998,
2000), en lugar del tamaño poblacional real
que figura en todos los estimadores citados
en este epígrafe. Consiste por tanto en una
técnica de estimación en dos etapas.
3. ESTIMACIÓN DEL TAMAÑO TOTAL
DE UN ECOSISTEMA
El estimador citado               no solamente
es candidato para estimar el número de
especies S sino que también lo es para
estimar el tamaño poblacional N. A
continuación se propone una técnica de
estimación para S con N desconocido en dos
etapas: la primera etapa consiste en estimar N
a partir del estimador citado             ;   en la
segunda etapa se aplican directamente los
estimadores propuestos del epígrafe anterior.
Es claro que la estimación de N en la primera
etapa simplemente requiere considerar cada
individuo de la población como un clase.
Se asume que una muestra aleatoria de
tamaño n con reemplazamiento ha sido
extraída de la población constituida por K
individuos. En cada extracción, la
probabilidad de observar el individuo j será    
pj £ 0, con             pj = l. Sea Xj la variable 
aleatoria (número de veces que es observado
el individuo j ). Por consiguiente (Xl...,XK) se
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distribuye como una multinomial
M(n;pl,...,pk). Para i=0,1,...,n, denotemos por  
pj = l. el número de individuos que han
sido observados exactamente i veces en la
muestra, donde I(A) es la función indicadora.
Un estimador natural-sesgado y que infra-
estima K es el número
cuya esperanza viene dada por
al asumir que las p j Æ 0 cuando K Æ •
El siguiente teorema indica cuál es la
distribución asintótica del valor K obs, la cual
sirve como vía para la obtención del
estimador citado 
Teorema 1. Bajo políticas de muestreo
n = n( K ) Æ • cuando K  Æ • si las dos
siguientes condiciones técnicas se cumplen:
i) n=o(K) y n–1 = o( K–1/2)
ii) n · max( p j ) = o(1)j
entonces
converge en distribución a una normal
estándar donde s 12 viene dada por la
expresión:
De aquí se deduce que un estimador para K
es:
[14]
Ver PRIETO (1998,2000). En la expresión
anterior la estimación de Var( Kobs ) queda
libre. Existen para ello distintas
posibilidades. Por ejemplo, a partir de una
muestra observada, se podría estimar
mediante técnicas habituales de partición en
grupos aleatorios, semimuestras reiteradas,...
(Véase, por ejemplo EFRON (1982)). En
entornos ecológicos (e.g., estimación del
número de especies en una población), su
mera observación  reiterada conduciría a
obtener varias muestras (digamos m) a partir
de las cuales la varianza empírica de los
Kobs.j observados en la j-ésima muestra
conduciría a la estimación empírica habitual
mediante
[15]
Esta expresión será utilizada en los
resultados numéricos mostrados en el
siguiente epígrafe concernientes al
numerador del estimador propuesto en [14].
Queda por determinar el cálculo integral del
denominador, que puede siempre ser
aproximado por métodos de cuadraturas.        
resulta ser un estimador basado en
m muestras. Cada muestra j proporciona un
valor observado Kobs £ n < K y el conjunto
de los m valores intervienen en la obtención
de su varianza estimada.  Una característica
importante a subrayar del estimador  
es que el número de individuos observados
en cada muestra para poder estimar K es
como máximo n, por lo general mucho
menor que el propio K. En este sentido,
recuérdese que el resultado asintótico que
sirve de vía para obtener el estimador
propuesto exige que n sea una o( Kb ) con
1/2 < b < 1.
Por otra parte, la necesidad de no tener
que imponer la asunción de equiprobabilidad
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y considerar que las p j´s toman valores
cercanos a cero en todos los casos puede
modelizar una situación inicial de
investigación bastante frecuente en contextos
de sobreestimación. Por consiguiente, el
estimador propuesto puede ser aplicado a
distintas áreas bajo este contexto citado. 
Una característica que diferencia [14] de
otros estimadores es que no involucra
parámetro alguno. Se trata, por tanto, de un
estimador de tipo no paramétrico. De facto,
resulta ser también libre de distribución
puesto que no exige el conocimiento
distribucional de ninguna de las variables
aleatorias que intervienen en el desarrollo. A
continuación se presentan los resultados
numéricos obtenidos por simulación de
Monte Carlo para comprobar la eficiencia
del estimador propuesto bajo distintos
escenarios de trabajo.
4. RESULTADOS NUMÉRICOS
La Tabla 4 presentada a continuación
muestran los resultados computacionales que
se han obtenido por simulación de Monte
Carlo para los M-estimadores Si ,i = 1,2,3,4.
Se han considerado poblaciones de tamaños
N=10.000 y N=26.000 con un número real
de especies S=200. En la tercera columna de
la Tabla 4 se ha asumido que las especies
están formadas por el mismo número de
individuos. Esto significa que las especies
son de 50 ó 130 unidades, dependiendo de
los tamaños poblacionales citados de 10.000
ó 26.000 individuos, respectivamente.
También, en la cuarta columna de la citada
Tabla 4 se considera el caso que las
probabilidades reales de observación para las
distintas especies son desiguales, las cuales
están reflejadas en la Tabla 1. Las fracciones
de muestreo consideradas han sido del 10% y
20%.
El estimador             se ha utilizado ahora
para estimar N y los valores estimados
sustituyen a N en las fórmulas de los M-
estimadores citados. Puesto que el primero
exige la observación reiterada de varias
muestras para llevar a cabo las estimaciones
empíricas de la varianza, hemos fijado el
número de las muestras reiteradas en 100. Las
Tablas 2 y 3 muestran sucintamente los sesgos
y errores cuadráticos medios de en
los casos equiprobable y no equiprobable,
respectivamente.
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Tabla 1.
Estructura de un ecosistema en el caso no equiprobable.
Structure of an ecosystem for no equiprobable case.
La Tabla 4 incorpora la eficiencia
empírica de los M-estimadores S^i , con
i=1,2,3,4, en términos de los valores de los
sesgos y errores cuadráticos medios. Se
intenta comparar su precisión bajo
situaciones análogas. Adicionalmente se
intenta contrastar la sensibilidad de los
citados estimadores en los distintos
escenarios contemplados en las tablas. En
particular, ante los elementos claves
siguientes:
(1) Tamaño de la población N;
(2) Fracción de muestreo;
(3) Estimador       utilizado como
sustituto el valor real N en las fórmulas [3],
[6], [11] y [13].   
A raíz de los resultados se contempla, en
el mejor de los casos para N=10.000, que el
error relativo en término de sesgo del S^ 3 es
del 7,5% frente a un 12,5% para  S^ 4 . Para
N=26.000, los sesgos relativos de todos los
S^i   tienden a aumentar.  S^3  es el que mantiene
el sesgo relativo más bajo. La influencia de
es pequeña debido a que el número
de especies en la población es muy elevado,
estando acorde con las hipótesis de los
resultados asintóticos en los que el estimador
está basado. Con respecto a la fracción de
muestreo las precisiones aumentan a medida
que el tamaño muestral aumenta tal como
cabría esperar. En el caso no equiprobable se
han obtenido valores de sesgo similares para
todos los M-estimadores. Para n=2000 y
N=10.000 el error relativo en cuanto a sesgo
y perteneciente al mejor de los casos es de un
7%, el cual corresponde a  S^ 3 , frente a un
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Tabla 2.
Estimación de N. Caso equiprobable.
Estimation of N. equiprobable case.
Tabla 3.
Estimación del número N. Caso no equiprobable.
Estimation of N. unequal class probabilities.
13% que pertenece a  S^2 . Puede observarse al
respecto que los sesgos relativos aumentan
con respecto al caso equiprobable. En ambos,
la influencia del estimador de la primera
etapa             es mínima.
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Tabla 4. Estimación del número de especies en una población.
Estimation of the number of species in a population.
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Las figuras 1 y 2 muestran gráficamente
las densidades empíricas y los diagrama de
caja asociados de los estimadores
(i=1,2,3,4) en los casos equiprobables y no
equiprobables cuando N es estimado
previamente mediante           . Puede obser-
varse que son asimétricas y centradas en
valores inferiores a 200 aunque con sesgos
reducidos.
Fig. 1. Densidades empíricas y diagramas de caja de los M-estimadores. Caso equiprobable.
Empirical densities and bos-plots of the M-estimators. Equiprobable case.
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Es importante subrayar que los resultados
empíricos obtenidos han sido comparados
con otros estimadores propuestos por
GOODMAN (1949), KORWAR (1988) y CHAO y
LEE (1992). Los resultados aquí presentados
son muy satisfactorios, sobre todo en el caso
no equiprobable, frente a los obtenidos por
los citados autores.
Fig. 2. Densidades empíricas y diagramas de caja de los M-estimadores. Caso no equiprobable.
Empirical densities and bos-plots of the M-estimators. Unequal class probabilities.
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